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Abstrat
We present suient onditions for HNN extensions to be inner
amenable, respetively ICC, whih give neessary and suient riteria
among Baumslag-Solitar groups. We dedue that suh a group, viewed
as ating on its Bass-Serre tree, ontains non trivial elements whih
x unbounded subtrees.
Résumé
On présente des onditions susantes pour qu'une extension HNN
soit intérieurement moyennable, respetivement CCI, qui donnent des
ritères néessaires et susants parmi les groupes de Baumslag-Solitar.
On en déduit qu'un tel groupe, vu omme groupe d'automorphismes de
son arbre de Bass-Serre, possède des éléments non triviaux qui xent
des sous-arbres non bornés.
Introdution
Étant donné un groupe Γ, l'étude de son algèbre de von Neumann W ∗(Γ)
suggère souvent des propriétés et des questions intéressantes onernant Γ.
Par exemple, Murray et von Neumann avaient déjà remarqué que W ∗(Γ)
est un fateur de type II1 si et seulement si le groupe Γ est CCI, 'est-à-
dire à lasses de onjugaison innies ; ils avaient aussi déni la  propriété
Gamma  pour un tel fateur. (Voir le lemme 5.3.4 et la dénition 6.1.1
de [MvN43℄.) Plus tard, Eros [E75℄ a montré que ette propriété pour
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1
un fateur de type II1 de la forme W
∗(Γ) implique que le groupe Γ est in-
térieurement moyennable (voir la setion 1 pour la dénition ou [BH86℄ pour
une introdution plus omplète à ette notion). Il résulte immédiatement
des dénitions que les groupes non CCI et les groupes moyennables sont
intérieurement moyennables. Parmi les groupes CCI, il en existe qui sont in-
térieurement moyennables, par exemple le élèbre groupe F de Thompson
[Jol97℄, et d'autres qui ne le sont pas, par exemple les groupes libres non
abéliens. Dans le as des produits libres, l'étude de es propriétés est parti-
ulièrement simple. En eet, si Γ = H ∗K est produit libre de deux groupes
H et K non réduits à un élément, les trois propriétés suivantes sont équiv-
alentes : (i) Γ n'est pas CCI, (ii) Γ est intérieurement moyennable et (iii)
H et K sont haun d'ordre deux, de sorte que Γ est un groupe diédral in-
ni. Pour des onstrutions plus générales, 'est un problème ouvert que de
formuler (même onjeturalement) des onditions néessaires et susantes
pour les propriétés d'être CCI et d'être intérieurement moyennable. Notre
objetif est d'établir des ritères s'appliquant au moins à tous les groupes de
Baumslag-Solitar (voir les exemples 2.4 et 3.2).
Pour un groupe G, nous posons G∗ = G \ {1} et nous notons Z(G) le
entre de G. Tous les groupes onsidérés dans et artile sont supposés être
dénombrables.
Théorème 0.1 Soit Γ = HNN(Λ, H,K, φ), ave H 6= Λ ou K 6= Λ. Pour
que Γ soit à lasses de onjugaison innies, il sut que toute lasse de onju-
gaison nie de Λ inluse dans (H ∩K)∗ ontienne un élément qui n'est point
xe d'auun homomorphisme φj (ave j ∈ N∗).
En partiulier, si l'un au moins des groupes Λ, H , K, H ∩K est CCI ou
si les homomorphismes φj (ave j ∈ N∗) sont sans point xe non trivial, le
groupe Γ est à lasses de onjugaison innies.
Proposition 0.2 Soit Γ = HNN(Λ, H,K, φ). Si pour tout n > 1 il existe
h
(n)
0 , h
(n)
1 , . . . , h
(n)
n ∈ (Z(Λ) ∩ H ∩ K)∗ tels que h
(n)
i = φ(h
(n)
i−1) pour i =
1, . . . , n, alors Γ est intérieurement moyennable.
On donne également un énoné que nous devons à Guyan Robertson et
qui assure la propriété CCI pour ertains groupes agissant sur des arbres
(voir la proposition 2.8).
De la moyennabilité intérieure, on peut enore déduire des propriétés de
l'ation de ertaines extensions HNN sur leur arbre de Bass-Serre :
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Proposition 0.3 Soit T un arbre et Γ un sous-groupe de Aut(T ) ontenant
des automorphismes hyperboliques transverses. Si Γ est intérieurement moyennable,
il existe un élément elliptique non trivial de Γ qui xe un sous-arbre non borné
de T .
Ce dernier énoné s'applique également à la plupart des groupes de Baumslag-
Solitar. Pour es derniers, on peut d'ailleurs exhiber expliitement des élé-
ments qui xent des sous-arbres non bornés.
Struture de l'artile La setion 1 est onsarée aux rappels et dénitions
néessaires, la setion 2 à la propriété CCI et la setion 3 à la moyennabilité
intérieure. Ces deux dernières setions sont agrémentées d'exemples. Enn,
la setion 4 fait le lien entre moyennabilité intérieure et ations sur les arbres.
Remeriements Je voudrais remerier Paul Jolissaint, qui m'a inité à
étudier la moyennabilité intérieure des groupes de Baumslag-Solitar, ainsi que
Pierre de la Harpe, dont les préieuses suggestions m'ont permis d'améliorer
sensiblement la présentation de et artile. Je remerie également Alain
Valette, qui m'a montré le lemme 2.7 et la proposition 2.8, dus à Guyan
Robertson. Que les trois premières personnes soient en outre remeriées pour
leurs ommentaires sur les préédentes versions de e texte.
1 Préliminaires
Moyennabilité intérieure et lasses de onjugaison innies Soit Γ
un groupe (disret, dénombrable). Le groupe Γ agit sur Γ∗ par onjugaison,
e qui s'exprime par la formule γ · x = γxγ−1. Par abus de langage, on note
enore γ l'appliation x 7→ γ · x.
Dénition 1.1 Un groupe Γ est dit à lasses de onjugaison innies (CCI)
s'il est inni et si toutes les orbites de l'ation préitée sont innies, 'est-à-
dire si pour tout x ∈ Γ∗, l'ensemble {γxγ−1 : γ ∈ Γ} est inni.
Une moyenne sur Γ est une forme linéaire m : ℓ∞(Γ∗)→ C positive ('est-à-
dire vériant m(f) > 0 si f > 0) et normalisée par m(1) = 1.
Dénition 1.2 Un groupe Γ est dit intérieurement moyennable si Γ = {1}
ou s'il existe une moyenne sur Γ qui soit invariante par automorphismes
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intérieurs, 'est-à-dire telle que m(f ◦ γ−1) = m(f) pour tous γ ∈ Γ et
f ∈ ℓ∞(Γ∗).
Un groupe non CCI est néessairement intérieurement moyennable. En
eet, si X est une partie nie non vide de Γ∗ stable par onjugaison, il sut
de poser
m(f) =
1
|X|
∑
x∈X
f(x)
pour obtenir une moyenne invariante par automorphismes intérieurs.
Extensions HNN Soit Λ un groupe, H,K des sous-groupes et φ : H → K
un isomorphisme. On dénit l'extension HNN de base Λ relativement à H ,
K et φ omme dans [LS77, hapitre IV.2℄ :
HNN(Λ, H,K, φ) =
〈
Λ, t
∣∣ t−1ht = φ(h) ∀h ∈ H
〉
.
Pour tout j > 1, dénissons omme suit des homomorphismes φj. On pose
φ1 = φ (en partiulier Dom(φ1) = Dom(φ) = H). Pour j > 2, on dénit
réursivement
Dom(φj) = φ−1
(
Dom(φj−1) ∩K
)
⊆ H ,
et naturellement φj(h) = φ(φj−1(h)) pour tout h ∈ Dom(φj).
Soit γ = λ0t
ε1λ1 · · · t
εnλn un élément de HNN(Λ, H,K, φ), ave n > 0,
λi ∈ Λ et εi = ±1. L'ériture est dite réduite si elle ne ontient auun sous-
mot de type t−1ht ave h ∈ H ou tkt−1 ave k ∈ K. L'énoné suivant est une
variante du théorème de la forme normale dans les extensions HNN [LS77,
théorème IV.2.1℄. Nous nous y référerons (un peu abusivement) sous le nom
de lemme de Britton.
Lemme 1.3 Soit γ = λ0t
ε1λ1 · · · t
εnλn omme avant. Si l'ériture est réduite
et si γ = 1, alors n = 0 et λ0 est l'élément neutre de Λ.
Grâe au lemme IV.2.3 de [LS77℄, on peut en outre dénir une fontion
longueur ℓ : HNN(Λ, H,K, φ) −→ N en posant ℓ(γ) = n si l'ériture γ =
λ0t
ε1λ1 · · · t
εnλn est réduite.
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Groupes de Baumslag Solitar Ils sont dénis par les présentations
BS(m,n) =
〈
a, b
∣∣ abma−1 = bn
〉
où m et n sont des entiers non nuls. Ce sont des extensions HNN du groupe
Z. Plus préisément, on a BS(m,n) = HNN(Z, nZ, mZ, φ) où φ : nZ→ mZ
est déni par φ(nk) = mk. On vérie failement que dans e as
Dom(φj) = nj1dZ pour tout j > 1 ,
où d = pgd(m,n) et n1 =
n
d
.
Arbres et théorie de Bass-Serre Pour les dénitions des notions de
graphe et d'arbre, on renvoie le leteur au hapitre I.2 de [Ser77℄. Un auto-
morphisme d'arbre α est dit sans inversion si φ(e) 6= e¯ pour toute arête e.
Étant donné un tel automorphisme, la proposition 25 de [Ser77℄ montre que :
 soit α est elliptique, 'est-à-dire xe au moins un sommet de l'arbre ;
 soit α est hyperbolique, 'est-à-dire tel qu'il existe une géodésique dou-
blement innie, appelée axe, sur laquelle α induit une translation d'am-
plitude non nulle.
Deux automorphismes hyperboliques sont dits transverses si leurs axes n'ont
qu'un nombre ni (éventuellement nul) de sommets en ommun.
Étant donné une extension Γ = HNN(Λ, H,K, φ), l'arbre de Bass-Serre
assoié est le graphe donné par
Som(T ) = Γ/Λ ; Ar(T ) = Γ/H ⊔ Γ/K ; γH = γtK ; γK = γt−1H ;
(γH)− = γΛ ; (γH)+ = γtΛ ; (γK)− = γΛ ; (γK)+ = γt−1Λ
où, étant donné une arête e, on note e− son origine et e+ son sommet terminal.
Le hapitre I.5 de [Ser77℄ et le théorème 12 en partiulier assurent qu'il s'agit
bien d'un arbre.
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On peut orienter T de manière à e que l'ation évidente
de Γ sur T préserve l'orientation en posant
Ar+(T ) = Γ/H ; (γH)
− = γΛ ; (γH)+ = γtΛ .
Relevons que et arbre orienté est doublement régulier : en haque sommet
de T les arêtes sortantes sont en bijetion ave Λ/H tandis que les arêtes
entrantes sont en bijetion ave Λ/K.
1
Il onvient de remarquer que la dénition d'extension HNN dans [Ser77℄ ne orrespond
pas à la ntre qui est elle de [LS77℄ (on passe de l'une à l'autre en remplaçant t par t
−1
).
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2 Classes de onjugaison innies
Le premier objetif de ette setion est de prouver le théorème 0.1. On
traite séparément les éléments du sous-groupe H ∩K et les autres.
Lemme 2.1 Soit Γ = HNN(Λ, H,K, φ), ave H ∩ K 6= Λ. Pour tout
γ ∈ Γ \ (H ∩K), la lasse de onjugaison de γ dans Γ est innie.
Preuve. Si γ ∈ Λ \ H , les éléments t−nγtn (ave n ∈ N∗) sont distints
deux à deux par le lemme de Britton. Si γ ∈ Λ \K, il en est de même des
éléments tnγt−n. Il ne reste don que le as γ ∈ Γ\Λ à traiter, pour lequel on
supposera K 6= Λ, laissant la vériation du as analogue H 6= Λ au leteur.
Soit γ = λ0t
ε1λ1 · · · t
εnλn une ériture réduite (ave n > 1) et soit C la
lasse de onjugaison de γ. Il sut d'exhiber une suite (γj) d'éléments de C
telle que limj→∞ ℓ(γj) = +∞.
Si ε1 = −1, on trouve σ ∈ Λ tel que σλ0 6∈ K grâe à l'hypothèse Λ 6= K.
On pose ensuite
γ1 = t
−εnσγσ−1tεn = t−εn(σλ0)t
−1λ1t
ε2λ2 · · · t
εn(λnσ
−1)tεn
et la dernière ériture est réduite par onstrution. Il sut alors de poser
γj = t
−εnγj−1t
εn
pour j > 2 ar il vient ℓ(γj) = n+ 2j →∞ pour j →∞.
Si εn = 1, on trouve τ ∈ Λ tel que λnτ 6∈ K grâe à l'hypothèse Λ 6= K.
On pose ensuite
γ1 = t
ε1τ−1γτt−ε1 = tε1(τ−1λ0)t
ε1λ1 · · · t
εn−1λn−1t(λnτ)t
−ε1
et la dernière ériture est réduite par onstrution. Il sut alors de poser
γj = t
ε1γj−1t
−ε1
pour j > 2 ar il vient ℓ(γj) = n+ 2j →∞ pour j →∞.
Enn, si ε1 = 1 et εn = −1, il sut de poser γj = t
jγt−j pour obtenir
ℓ(γj) = n+ 2j →∞ pour j →∞. 
Lemme 2.2 Soit Γ = HNN(Λ, H,K, φ) et soit γ ∈ (H ∩K)∗. On note CΓ
(respetivement CΛ) la lasse de onjugaison de γ dans Γ (respetivement
Λ). Pour que la lasse CΓ soit innie, il sut qu'une au moins des onditions
suivantes soit satisfaite :
(a) la lasse CΛ est innie ;
(b) la lasse CΛ ontient un élément qui n'est point xe d'auun homomor-
phisme φj (ave j ∈ N∗).
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On onvient qu'un élément situé hors du domaine de φj n'est pas un point
xe de et homomorphisme.
Preuve. Si CΛ est innie, il en est de même de CΓ ar CΛ ⊆ CΓ.
S'il existe un élément c de CΛ qui n'est point xe d'auun φ
j
(pour j ∈
N∗), on a t−nctn 6= c pour tout n ∈ N∗. En eet, la relation t−nctn = c
impliquerait φn(c) = c grâe au lemme de Britton. Par onséquent, l'ensemble
{t−nctn : n ∈ N} est inni. Comme il est inlus dans la lasse CΓ, ette
dernière est également innie. 
Preuve du théorème 0.1. Soit γ ∈ Γ∗. Si la lasse de onjugaison de γ
est ontenue dans (H ∩K)∗ les hypothèses impliquent qu'une des onditions
(a),(b) du lemme 2.2 est satisfaite, e qui entraîne que la lasse de onjugaison
de γ est innie. Dans le as ontraire, on obtient la même onlusion grâe
au lemme 2.1. 
La proposition suivante s'applique à un des as d'extension HNN non
ouverts par le théorème 0.1, 'est-à-dire au as d'un produit semi-diret
Z ⋉φ Λ assoié à un automorphisme φ de Λ (as où H = Λ = K).
Proposition 2.3 Soit Γ = HNN(Λ, H,K, φ). Si Λ est non trivial et si les
homomorphismes φj (ave j ∈ N∗) sont sans point xe non trivial, alors Γ
est CCI.
Preuve. Par le théorème 0.1, il ne reste que le as H = Λ = K à traiter.
Tout élément de Γ peut alors s'érire sous la forme λtn ave λ ∈ Λ et n ∈ Z.
Supposons par l'absurde qu'il existe un élément γ ∈ Γ∗ dont la lasse de
onjugaison est nie.
On peut supposer que γ = λtn ave λ ∈ Λ∗. En eet, si γ = tn ave
n ∈ Z∗, on prend µ ∈ Λ∗ (e qui est liite ar Λ est non trivial) et on n'a
plus qu'à remplaer γ par µ−1γµ = µ−1φ−n(µ)tn puisque φ−n est sans point
xe non trivial. (Remarquons que la dénition des itérés de φ ne pose pas de
problème ii puisqu'il s'agit d'un automorphisme de Λ.)
Comme la lasse de onjugaison de γ est nie, il en est de même de
l'ensemble {t−jγtj : j ∈ N} = {φj(λ)tn : j ∈ N}, e qui montre qu'il existe
j ∈ N∗ tel que φj(λ) = λ. On a obtenu la ontradition herhée (ave les
hypothèses). 
On passe maintenant à des exemples d'extensions HNN à lasses de onju-
gaison innies. Bien que nous n'en ayons pas trouvé trae dans la littérature,
ils sont peut-être déjà onnu des experts.
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Exemple 2.4 Étant donnés deux entiers non nuls m et n, le groupe de
Baumslag-Solitar BS(m,n) est CCI si et seulement si |m| 6= |n|.
Preuve. Sim = n, l'élément bm est entral dans BS(m,m) et don seul dans
sa lasse de onjugaison. Si m = −n, l'ensemble {bm, b−m} est une lasse de
onjugaison nie.
Si |m| 6= |n|, le théorème 0.1 implique que BS(m,n) est CCI. En eet, les
homomorphismes φj assoiés à la struture d'extension HNN de BS(m,n)
sont sans point xe non trivial. 
Exemple 2.5 Si Γ = HNN(Λ, H,K, φ) ave Λ = Zd = H , les onditions
suivantes sont équivalentes :
(i) le groupe Γ est CCI ;
(ii) auune des valeurs propres omplexes de l'endomorphisme φ n'est une
raine de l'unité.
Preuve. (i)⇒ (ii) : Par ontraposition, supposons que φ possède une valeur
propre µ telle que µj = 1 (j ∈ N∗). Comme 1 est valeur propre de φj, elui-i
possède un point xe non nul dans Qd. Il possède don aussi un point xe
non nul dans Zd, qu'on note λ. Par suite, l'ensemble {λ, φ(λ), . . . , φj−1(λ)}
est une lasse de onjugaison nie de Γ.
(ii)⇒ (i) : Pour tout j ∈ N∗, l'endomorphisme φj est sans point xe non
trivial ar 1 n'en est pas valeur propre. La proposition 2.3 assure don que Γ
est CCI. 
Nous donnons maintenant un dernier exemple, qui montre que la ondi-
tion du théorème 0.1 n'est pas néessaire.
Exemple 2.6 Posons Λ = BS(m,m), ave m ∈ Z, |m| > 2. Les éléments a
et bm engendrent un sous-groupe isomorphe à Z2, qu'on note H . On onsidère
Γ = HNN(Λ, H,H, φ), où φ : H → H est déni par φ(a) = bm et φ(bm) = a.
(1) Le groupe Γ est CCI.
(2) Il existe une lasse de onjugaison nie de Λ ontenue dans H∗ et dont
tous les éléments sont des points xes d'homomorphismes de la forme
φj, ave j ∈ N.
Preuve. (1) Soit γ un élément de Γ dont la lasse de onjugaison est nie.
On doit montrer que γ = 1. Par le lemme 2.1, γ est un élément de H , et don
également de Λ. Mais on peut érire Λ = HNN(Z, mZ, mZ, id), où la base
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Z orrespond au sous-groupe engendré par b. À nouveau grâe au lemme 2.1
on a γ = bℓm ave ℓ ∈ Z. Par suite, t−1γt = aℓ, e qui montre que la lasse
de onjugaison de aℓ est nie. Toujours grâe au lemme 2.1, on obtient alors
ℓ = 0, e qui donne nalement γ = 1 omme désiré.
(2) L'élément bm de H∗ est entral dans Λ. Il est don seul dans sa lasse
de onjugaison. De plus, on a φ2(bm) = bm. 
Les deux énonés suivants, dus à Guyan Robertson, montrent plus générale-
ment que ertains groupes d'automorphismes d'arbres sont à lasses de on-
jugaison innies.
Lemme 2.7 Soit Γ un groupe agissant dèlement et isométriquement sur
un espae métrique (X, d) de telle manière que le quotient Γ\X soit ni. Si
γ est un élément de Γ dont la lasse de onjugaison est nie, alors il existe
Kγ > 0 tel que d(x, γx) 6 Kγ pour tout x ∈ X .
Preuve. Soit F ⊆ X un ensemble de représentants des orbites ; et ensemble
est ni. La lasse de onjugaison de γ étant nie, on peut poser
Kγ = max{d(y, gγg
−1y) : g ∈ Γ, y ∈ F} .
Si x est un élément quelonque de X , on trouve g dans Γ et y dans F tels
que y = gx. Alors d(x, γx) = d(g−1y, γg−1y) = d(y, gγg−1y) 6 Kγ. 
Proposition 2.8 Soit X un arbre dont tous les sommets ont au moins trois
voisins. Si un groupe Γ agit dèlement sur X de telle manière que le quotient
Γ\X soit ni, alors il est CCI.
Preuve. Soit γ un élément de Γ dont la lasse de onjugaison est nie. On
veut montrer que γ = 1. Comme l'ation est dèle, il sut de montrer que
γ agit trivialement sur X .
On ommene par supposer (par l'absurde) que l'élément γ est hyper-
bolique. Comme tout sommet de X a au moins trois voisins, on peut trou-
ver un sommet xn à distane n de l'axe pour tout n > 1. Mais alors,
d(xn, γxn) > 2n, e qui ontredit le lemme 2.7.
Par onséquent, γ xe au moins un sommet de X . Notons T le sous-arbre
de X formé des points xes de γ. On suppose par l'absurde que T 6= X .
Dans e as, omme tout sommet est de degré au moins trois, on trouve xn
à distane n de T pour tout n > 1. Comme γ ne xe auun sommet de
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la géodésique joignant xn à T , on a d(xn, γxn) = 2n pour tout n, e qui
ontredit le lemme 2.7.
Ainsi, T = X , e qui signie que γ agit trivialement sur X . 
La proposition 2.8 s'applique en partiulier au as d'une extension Γ =
HNN(Λ, H,K, φ) telle que [Λ : H ] > 3, [Λ : K] > 3 et
⋂
γ∈Γ γ
−1Hγ = {1},
et de même au as d'un produit libre H ∗L K ave amalgamation au-dessus
d'un sous-groupe ommun L de H et K, tel que [H : L] > 3, [K : L] > 3 et⋂
γ∈Γ γ
−1Lγ = {1}. Terminons par un exemple d'extension HNN montrant
que le théorème 0.1 n'est pas onséquene de la proposition 2.8.
Exemple 2.9 Considérons le groupe Λ = F2 × (⊕ZZ), de présentation
Λ =
〈
a, b, ei (i ∈ Z)
∣∣ [a, ei], [b, ei], [ei, ej] (i, j ∈ Z)
〉
.
Soit H le sous-groupe engendré par les ei et φ : H → H l'homomorphisme
déni par la formule φ(ei) = ei+1. Soit enore Γ = HNN(Λ, H,H, φ).
Alors les homomorphismes φj (ave j ∈ N∗) sont sans point xe non
trivial (en partiulier Γ est CCI par le théorème 0.1), mais l'ation de Γ sur
son arbre de Bass-Serre n'est pas dèle.
Preuve. Il est évident que les homomorphismes φj (ave j ∈ N∗) sont sans
point xe non trivial. D'autre part, le sous-groupe H est normal dans Γ par
onstrution. Notons T l'arbre de Bass-Serre de Γ. On a Ar+(T ) = Γ/H ,
de sorte que le sous-groupe H xe toutes les arêtes de l'arbre de Bass-Serre.
Ainsi, l'ation de Γ sur T n'est pas dèle. 
3 Moyennabilité intérieure
Nous nous intéressons maintenant à montrer que ertaines extensions
HNN sont intérieurement moyennables. La preuve qui suit s'inspire du orol-
laire 2.5. de [Jol97℄.
Preuve de la proposition 0.2. Sans nuire à la généralité, on peut sup-
poser que le groupe Γ est CCI. Il s'ensuit que pour tout n, les éléments
h
(n)
0 , . . . , h
(n)
n sont deux à deux distints. En eet, si h
(n)
i = h
(n)
j (ave i < j),
l'ensemble {h
(n)
i , . . . h
(n)
j−1} est une lasse de onjugaison nie.
Nous allons onstruire une moyenne sur Γ qui soit invariante par auto-
morphismes intérieurs. Soit ω un ultraltre sur N∗ plus n que le ltre de
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Fréhet
2
. On pose pour f ∈ ℓ∞(Γ∗) :
µn(f) =
1
n
n−1∑
i=0
f(h
(n)
i ) (n ∈ N
∗)
µω(f) = lim
n→ω
µn(f) .
La limite existe ar la suite (µn(f))n est bornée et ω est un ultraltre. La
forme linéaire µω sur ℓ
∞(Γ∗) est positive et normalisée. Il reste à voir qu'elle
est invariante par automorphismes intérieurs. Comme Γ est engendré par Λ
et t, ela revient à montrer :
(1) µω(f ◦ Sλ) = µω(f) pour tout λ ∈ Λ, où Sλ(γ) = λ
−1γλ ;
(2) µω(f ◦ T ) = µω(f), où T (γ) = t
−1γt.
Comme les h
(n)
i sont entraux dans Λ, on a Sλ(h
(n)
i ) = h
(n)
i pour tout n ∈ N
∗
et pour tout i = 1, . . . , n. Cela montre (1). Pour montrer (2), on onstate
d'abord que :
µn(f ◦ T ) =
1
n
n−1∑
i=0
f ◦ T (h
(n)
i ) =
1
n
n−1∑
i=0
f(t−1h
(n)
i t)
=
1
n
n−1∑
i=0
f ◦ φ(h
(n)
i ) =
1
n
n−1∑
i=0
f(h
(n)
i+1)
=
1
n
n∑
i=1
f(h
(n)
i ) = µn(f) +
1
n
(
f(h(n)n )− f(h
(n)
0 )
)
Le dernier terme tend vers 0 selon ω. Il suit que µω(f ◦ T ) = µω(f). 
Remarque 3.1 Pour prouver la proposition 0.2, il est plus rapide de vérier
la ondition (F) du théorème 1 de [BdlH86℄. On suppose omme avant que Γ
est CCI, de sorte que les h
(n)
i sont deux à deux distints. On onstate alors
qu'on peut prendre Fn = {h
(n)
1 , . . . , h
(n)
n−1} pour n > 2. En eet |λFnλ
−1 △
Fn| = 0 pour λ ∈ Λ et |t
±1Fnt
∓1 △ Fn| = 2. Par suite, |γFnγ
−1 △ Fn| 6 2ℓ(γ)
pour tous γ ∈ Γ et n > 2. Pour tout γ ∈ Γ il vient don
lim
n→∞
|γFnγ
−1 △ Fn|
|Fn|
= 0 .
2
Il est équivalent de demander que ω soit un ultraltre libre.
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L'exemple suivant inrme la proposition 4.3 de [BCS00℄.
3
Exemple 3.2 Le groupe BS(m,n) est intérieurement moyennable quels que
soient les entiers non nuls m et n.
Preuve. Le groupe BS(m,n) étant une extension HNN, il sut de vérier
qu'on peut appliquer la proposition 0.2. Pour tout k > 1, il sut de poser
h
(k)
i = b
mi+1nk−i+1
pour obtenir h
(k)
i = φ(h
(k)
i−1) pour tout i = 1, . . . , k. En
outre, la base étant ommutative, es éléments sont bien entraux. 
Exemple 3.3 Si Λ est abélien et si H = Λ, alors Γ = HNN(Λ, H,K, φ) est
intérieurement moyennable.
Preuve. Si Λ est trivial, on a Γ = Z et e groupe est intérieurement
moyennable. Sinon, il sut de prendre λ ∈ Λ∗ et de poser h
(n)
i = φ
i(λ)
pour pouvoir appliquer la proposition 0.2 
Nous terminons ette setion en donnant des exemples qui inrment les
points (d) et (e) du théorème 5 de [BdlH86℄
4
, qui donnaient des obstru-
tions à la moyennabilité intérieure pour des groupes du type Γ = H ∗A K,
respetivement Γ = HNN(H,A,B, φ).
De nouvelles obstrutions à la moyennabilité intérieure pour les extensions
HNN et produits amalgamés peuvent par ontre être obtenues en appliquant
la proposition 0.3 aux ations sur les arbres de Bass-Serre orrespondants.
Remarque 3.4 L'hypothèse prinipale des points (d) et (e) dans [BdlH86℄
était :  pour toute partie nie F ⊆ Γ∗, il existe γ ∈ Γ tel que γFγ−1 ∩
A = ∅ . Géométriquement parlant, ette ondition assure que les ations
des groupes sur leur arbre de Bass-Serre et sur le bord de e dernier sont
fortement dèles. Voir par exemple le lemme 9, sa preuve et la remarque
préédent la proposition 11 dans [dlH85℄.
3
Pour démontrer leur énoné, les auteurs ont voulu utiliser la proposition 7 de [BdlH86℄.
Dans la vériation des hypothèses, ils ont supposé à tort que les éléments du groupe
dénissant des automorphismes elliptiques de l'arbre de Bass-Serre xaient un unique
sommet. Voir aussi l'exemple 4.2
4
Dans et artile également, les auteurs ont supposé à tort que les éléments elliptiques
(pour l'ation sur l'arbre de Bass-Serre assoié) xaient un seul sommet. Dans le as ()
du théorème visé, par ontre, ette hypothèse est vériée ar les stabilisateurs des arêtes
sont triviaux.
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Le groupe BS(2, 3) fournit un ontre-exemple au point (e). En eet, on
a vu dans l'exemple 3.2 que e groupe est intérieurement moyennable tandis
que le lemme qui suit montre que les hypothèses de (e) sont satisfaites.
Lemme 3.5 Si Γ = HNN(Λ, H,K, φ) est tel que pour tout λ ∈ Λ, il existe
k ∈ N ave φk(λ) 6∈ H , alors pour toute partie nie F de Γ∗ et pour n
susamment grand, on a t−nFtn ∩ Λ = ∅.
Preuve. Il sut de montrer que pour tout γ ∈ Γ∗ et pour n susamment
grand, on a t−nγtn 6∈ Λ. On prend don γ ∈ Γ∗ et on suppose pour éviter
la trivialité qu'il existe n0 ∈ N ave t
−n0γtn0 ∈ Λ. Pour n ∈ N, on pose
γn = t
−n0−nγtn0+n. Par hypothèse, il existe k ∈ N tel que γk ∈ Λ \ H . Les
éritures γk+n = t
−nγkt
n
sont alors réduites pour tout n > 1. Don pour
n > n0 + k, on a bien t
−nγtn 6∈ Λ. 
Le ontre-exemple au point (d) est le suivant :
Exemple 3.6 Considérons le groupe
Γ =
〈
a1, a2, b
∣∣ a1b2a−11 = b3, a2b2a−12 = b3
〉
= BS(2, 3) ∗Z BS(2, 3) :
(1) il est intérieurement moyennable ;
(2) pour tout ensemble ni F d'éléments de Γ∗, il existe γ ∈ Γ tel que
γFγ−1 ∩ 〈b〉 = ∅.
Preuve. (1) Il est faile de voir que la suite de parties
Fn = {b
2n , b2
n−1·3, . . . , b2·3
n−1
, b3
n
}
satisfait la ondition (F) du théorème 1 de [BdlH86℄.
(2) On se donne g ∈ Γ∗. Il sut de montrer que, pour n susamment
grand, l'élément (a1a2)
ng(a1a2)
−n
n'est pas une puissane de b. Pour éarter
le as trivial, on peut supposer qu'il existe n0 tel que (a1a2)
n0g(a1a2)
−n0
soit
une puissane de b. Vu les relations qui dénissent Γ il existe n1 > n0 tel que
(a1a2)
n1g(a1a2)
−n1 = bk ave k non divisible par 4. On aura dès lors :
(a1a2)
n1+1g(a1a2)
−n1−1 = a1b
3k
2 a−11 si k est pair ;
(a1a2)
n1+1g(a1a2)
−n1−1 = a1a2b
ka−12 a
−1
1 si k est impair.
Les expressions a1b
3k
2 a−11 et a2b
ka−12 ne sont pas rédutibles dans BS(2, 3)
(par le lemme de Britton). Pour n > n1+1, l'élément (a1a2)
ng(a1a2)
−n
n'est
don pas une puissane de b [LS77, théorème IV.2.6℄. 
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4 Moyennabilité intérieure et arbres
Étant donné un arbre T , on note ∂T l'espae des bouts de T . Remar-
quons que les automorphismes de T dénissent des homéomorphismes de
l'espae T ∪ ∂T . De plus un automorphisme de T est hyperbolique si et
seulement s'il dénit un homéomorphisme hyperbolique de T ∪ ∂T au sens
de [BdlH86, pp. 151152℄. Notons également que deux automorphismes hy-
perboliques de T sont transverses au sens de la setion 1 si et seulement si les
homéomorphismes hyperboliques de T ∪∂T assoiés sont transverses au sens
de [BdlH86℄. Le lien entre homéomorphismes hyperboliques et moyennabilité
intérieure est le suivant :
Proposition 4.1 [BdlH86, proposition 7℄ Soit Ω un espae topologique sé-
paré inni et Γ un groupe d'homéomorphismes de Ω. Si Γ ontient des homéo-
morphismes hyperboliques transverses de Ω et s'il existe une appliation Γ-
équivariante δ : Γ∗ → Ω (où Γ opère sur Γ∗ par onjugaison), alors Γ n'est
pas intérieurement moyennable.
Rappelons en outre que les arbres sont des espaes métriques omplets
satisfaisant l'inégalité de la médiane [dlHV89, hapitre 3.b℄. Le lemme 3.8 de
[dlHV89℄ assure que toute partie bornée et non vide d'un arbre possède un
entre, qui est le entre de la boule fermée de rayon minimal qui la ontienne.
Preuve de la proposition 0.3. Quitte à remplaer T par sa subdivision
baryentrique, on peut supposer que Γ agit sans inversion.
Par ontraposition, on suppose que, pour tout élément elliptique γ de Γ,
le sous-arbre Tγ formé des points xes de γ est borné. L'existene d'éléments
hyperboliques implique que T n'est pas réduit à un sommet. Ainsi Ω = T∪∂T
est un espae topologique séparé inni. Considérons l'appliation δ : Γ∗ −→
Ω, dénie omme suit :
 Si γ est hyperbolique, δ(γ) est le point attratif de γ ;
 Si γ est elliptique, δ(γ) est le entre de Tγ.
Si on fait agir Γ sur Γ∗ par automorphismes intérieurs, l'appliation δ est
Γ-équivariante. Grâe à la proposition 4.1, on en déduit que Γ n'est pas
intérieurement moyennable, e qui ontredit les hypothèses. 
Exemple 4.2 Pour tous m,n ∈ Z∗, il existe γ ∈ BS(m,n) tel que γ xe un
sous-arbre non borné de l'arbre de Bass-Serre assoié.
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Preuve. Remarquons pour ommener que, dans le as qui nous oupe,
l'arbre de Bass-Serre est loalement ni. Les sous-arbres non bornés oïni-
dent don ave les sous-arbres innis. On distingue trois as.
(1) Si m = kn ave k ∈ Z∗, on peut prendre
γ = bn = abma−1 = abkna−1 = a2bkma−2 = a2bk
2na−2 = . . .
On a γ = aℓbk
ℓna−ℓ ∀ℓ ∈ N. L'élément γ xe (au moins) les sommets aℓ 〈b〉
où ℓ parourt N et don un sous-arbre non borné de T .
(2) Si n = km on onstate de manière analogue que γ = bm xe les
sommets a−ℓ 〈b〉 où ℓ parourt N.
(3) Si les nombres m et n ne sont pas multiples l'un de l'autre (en parti-
ulier on a |m|, |n| > 2), on prend γ = bn. Remarquons que
(aba−1b−1)ℓγ(aba−1b−1)−ℓ = γ pour tout ℓ ∈ N .
Par suite, γ xe tous les sommets (aba−1b−1)k 〈b〉. Les expressions (aba−1b−1)k
étant réduites, le lemme de Britton implique que es sommets dont distints
deux à deux. L'élément γ xe don un sous-arbre non borné. 
Remarque 4.3 On laisse le soin au leteur de vérier par lui-même que la
proposition 0.3 s'applique si |m|, |n| > 2.
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